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rung durch einfache Addition zu einer Verwischung
der Ergebnisse fithren kann. Es wére also in diesem
Zusammenhang zu untersuchen, auf welche Weise
die Kernabstoung in einer &hnlichen Néherung
einzufithren ist, wie sie in unserer Rechnung vor-
liegt. Auf diese Frage soll an einer anderen Stelle
eingegangen werden.

Eine weitere Vergleichsmoglichkeit der hier vor-
liegenden Rechnung mit den von WavLsu aufgestell-
ten Forderungen ergibt sich aus dem Verlauf der
Koeffizienten in den Eigenfunktionen mit dem Va-
lenzwinkel. So sollte nach WaLsu etwa in Eg der
Anteil der 2 s-Funktion mit wachsendem Winkel o
abnehmen, was auch durch das Kleinerwerden der
Koeffizienten vor 2 s, in den Tab. 3 —5 fiir alle drei
Fille erfillt ist. Freilich sollte nach dem 1. WavLsn-
schen Postulat die Funktion fiir die Konfiguration
einer spitzen Pyramide nur noch aus dem 2 s,-Anteil
bestehen. Aus der Tatsache, dal dies nicht der Fall

ist, ergibt sich die Kritik speziell an dieser Forde-
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rung, wie sie in I eingehend durchgefiihrt wurde.
Bei Uberpriifung anderer Koeffizientenverldufe 1aft
sich feststellen, dafl diese in der Regel alle den von
Warsu geforderten Verlauf nehmen.

Zuletzt wurden, ebenso wie in I, die Verhaltnisse
fiir lokalisierte Funktionen untersucht. Da man iiber-
raschenderweise die Eigenfunktion zu Eg als weit-
gehend am Atom A lokalisiert aus der Rechnung er-
hilt, wird beim Ubergang zu einer vollkommen 1 s-
freien Funktion energetisch nicht viel gedndert. Die
Verschiebung der Kurven erfolgt aber in die Rich-
tung der Wavrsuschen Kurvenverlaufe.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. HeisenserG
und Herrn Prof. Biermany vom Max-Planck-Institut fiir
Physik und Astrophysik in Miinchen fiir die Erlaubnis
zur Benutzung der elektronischen Rechenmaschine G 3
danken. Herrn Dr. H. Preuss bin ich zu besonders herz-
lichem Dank verpflichtet fiir viele gemeinsame Diskus-
sionen. Ebenso danke ich Frau I. Funke fiir die Durch-
fiihrung der numerischen Rechnungen.
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A systematic classification, based on functional criteria, is given for the local conservation laws.
Three kinds of conversation laws and current vectors are distinguished. While those of the first and
third kind are well-known, those of the second kind are rarely considered. The method of deriving
conservation laws due to Noeruer leads to what we call proper current vectors of the first kind,
from which all other current vectors of the first kind may be derived by adding some current vector
of the third kind. Between the proper current vectors of the first kind and the invariance properties
of the Lagrangian there exists a one-one-correlation. The conservation laws of the second kind are
not in this way related to invariance properties, but their significance is strongly restricted by a

theorem due to FLETCHER.

The results obtained are used in an attempt to shed some light on the problem of the electro-
magnetic field in the Heisexsere non-linear spinor theory.

Nach Noeraer kann man aus der Invarianz
der Lacrance-Dichte L (2%, g4, q4,1) gegeniiber
einer kontinuierlichen r-parametrigen Gruppe ©,
von Transformationen der Koordinaten 2 und der
FeldgroBen g4 r Identitdten ableiten (1. NOETHER-
scher Satz), die fiir alle Losungen der Feldgleichun-
gen die Gestalt von Erhaltungssitzen

iy =0; (o=1,...,7)

annehmen. Schon in der Originalarbeit! wurde die

1 E. Noetrer, Gottinger Nachr. 1918, S. 235.

Umkehrung des ersten Noernerschen Satzes bewie-
sen. Allerdings geht die Umkehrbarkeit verloren,
wenn man von den NoerHErschen Identitdten zu den
Erhaltungssitzen tbergeht. Also gibt der NoOETHER-
sche Satz allein noch keine restlos befriedigende Ant-
wort auf die Frage nach der Zuordnung zwischen
Invarianzeigenschaften und Erhaltungssatzen, und
diese Frage ist erneut zu stellen.

In Abschnitt I wird eine vollstandige Klassifizie-
rung der lokalen Erhaltungssitze gegeben. In Ab-
schnitt II wird mit Hilfe des ersten Noeruerschen
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Satzes die Beziehung zu den Invarianzeigenschaften
von L hergestellt. Dabei macht sich eine Verfeine-
rung der Klassifizierung nétig. Abschnitt I1I beschaf-
tigt sich mit den Erhaltungssétzen zweiter Art. deren
Bedeutung durch einen Satz von Frercher? stark
eingeschrinkt wird. In Abschn. IV wird angegeben.
unter welchen Bedingungen und in welchem Sinne
von einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung zwi-
schen Invarianz und Erhaltung gesprochen werden
kann. Schliellich werden in Abschn. V die gewonne-
nen Ergebnisse beniitzt. um das Problem des elektro-
magnetischen Feldes in der nichtlinearen Spinor-
theorie von Heisexserc und Mitarbeitern zu disku-
tieren.

I. Klassifizierung der lokalen Erhaltungssitze

Es sei L (2 q.. qi.i) die Lacrance-Dichte
eines Variationsproblems. (Der Koordinatenindex
laufe von 1 bis n, der Index 4 der FeldgroBen von
1 bis N. Beide sind im folgenden oft weggelassen.
Index 7 nach Komma bezeichnet die partielle Ab-
leitung nach 2%.)

Wenn man die Lacranceschen Ausdriicke

A4 0L _ 3 ( 3L ) ()

~ A A
og4 Cxt \ Cqy ,

gleich Null setzt. so hat man die Feldgleichungen.

Unter einem lokalen Erhaltungssatz verstehen wir
die Existenz eines Stromvektors /" (2, ¢, q,7....),
dessen Divergenz fiir alle Losungen von 14 =0 ver-
schwindet.

Die .11 sind Funktionen von z, ¢, ¢.; und g, «».
Wenn von einer Feldkomponente ¢ in den <1 Ablei-
tungen 2. Ordnung vorkommen, so zeichnen wir eine
davon aus und nennen sie 0 4. Kommen von ¢4 nur
Ableitungen 1.0Ordnung vor, dann soll eine von ihnen
Q. genannt werden. So bekommen wir zu jedem
g4 ein Q4. also insgesamt N. Nun fassen wir (1)
als Gleichungssystem fiir die Q4 auf. Die Funktio-
naldeterminante sei von Null verschieden (sonst
miissen wir die Q4 anders wihlen). Dann ist (1)
auflésbar nach den Q. In den fir die Q4 erhalte-
nen Ausdriicken stehen aufler den /1 und den 2 nur
solche ¢, ¢,z und q.i.. die an einem festen Punkt x
auch bei Beriicksichtigung der Feldgleichungen will-
kiirlich wahlbar sind.

Danach kénnen wir in O, ;" alle Q4 sowie Gro-
Ben, die sich als Ableitungen der Q4 schreiben las-

2 J. G. Frercuer, Rev. Mod. Phys. 32, 65 [1960].
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sen, eliminieren. Das gibt

a"j’I:F(‘l? "1,/15'--7:':, q, q,‘u,-..)‘ (2)

Auch in F kommen nur solche ¢, ¢..,... explizit
vor, die an einem Punkt willkiirlich vorgeschrieben
werden konnen. Damit fiir j* ein Erhaltungssatz gilt,
mufl} =0 werden. falls die 1 sowie alle ihre Ablei-
tungen verschwinden.
Je nach der Struktur von F unterscheiden wir drei
Arten von Erhaltungssitzen:
o) Erhaltungssitze dritter Art: F =0.
f) Erhaltungssitze erster Art: F ist linear in den A.
Ableitungen der .1 kommen nicht vor.
7) Erhaltungssiitze zweiter Art: F ist eine kompli-
ziertere Funktion der 1 und ihrer Ableitungen.

Zur Rechtfertigung der Bezeichnung ist zu sagen,
daf} die Erhaltungssitze erster Art, die bei systema-
tischer Anordnung in der Mitte stehen. hinsichtlich
ihrer physikalischen Bedeutung an erster Stelle ste-
hen.

Alle Stromvektoren

=P, (3)

mit beliebigen antisymmetrischen F"* geniigen Er-
haltungssitzen dritter Art. die gewohnlich auch als
»starke Erhaltungssitze® bezeichnet werden.

II. Der erste Noethersche Satz
Ist die Lacrance-Dichte L (2", ¢, ¢.7) gegeniiber
den infinitesimalen Transformationen
Z=2+00zx,
g =q+6@q (4)
einer endlichen kontinuierlichen Gruppe ®, (r = An-

zahl der Parameter) invariant bis auf eine Diver-
genz, d. h.

L' =L+9,Cl,y + hihere Glieder, (5)
so gelten die r unabhéngigen Identitéten
—A16'9 g4 =0 jly (6)
é(gﬁgzé(g)q—q,/«5(® x,u, (6&)

oy = aaL g+ LéDx*—CL  (6b)
"

[68{’)q = é(Q)’q —q, 26(@) xl] )

mit

Die Umkehrung dieses Satzes gilt in folgendem
Sinn: LaBt sich eine homogene lineare Funktion der
A4 als Divergenz ausdriicken [Gl. (6)]. so kann
man eine infinitesimale Transformation (4) finden
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mit der Eigenschaft, dall L gegeniiber dieser Trans-
formation invariant ist bis auf eine Divergenz.
Durch Integration erhilt man daraus eine einpara-
metrige Schar von Transformationen, die gleichfalls
L invariant lassen. Die Gesamtheit aller auf diese
Weise erhaltenen Transformationen ist eine kontinu-
ierliche Gruppe.

Die Beweise sind in den unter ! und ? zitierten
Arbeiten zu finden.

Wir halten fest: Aus einer Invarianzeigenschaft
von L laft sich ein Stromvektor j{, ableiten, der
einem Erhaltungssatz erster Art geniigt. Durch Ad-
dition beliebiger Stromvektoren dritter Art s{;) (0
soll ein Parameter sein) 1af}t sich eine ganze Familie
von Stromvektoren erster Art ableiten:

Jew =T+ 5(o) - (7)
Stromvektoren j{,), die unmittelbar in der Gestalt
(6) erscheinen, wollen wir eigentliche Stromvektoren
erster Art nennen. Die j{, . dagegen nennen wir
erweiterte Stromvektoren erster Art, falls s{;) % 0.

Dann konnen wir unter Beachtung der Umkeh-
rung des ersten NoerHErschen Satzes sagen: Zwi-
schen den Invarianzeigenschaften von L und den
eigentlichen Stromvektoren erster Art besteht eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung. Die Menge der
Stromvektoren erster Art zerfillt in Familien, denen
genau je ein eigentlicher Stromvektor erster Art an-
gehort.

III. Stromvektoren zweiter Art

Wir wollen ein einfaches Prinzip angeben, wo-
nach sich Stromvektoren zweiter Art konstruieren
lassen:

Man konstruiere zu L ein allgemeineres Problem
mit der Lacrance-Dichte L, allgemeiner in dem

Sinne, dal} jede Losung zu L auch Losung zu L ist,
nicht aber umgekehrt. Aus Invarianzeigenschaften

von L leite man nach dem Noetugrschen Schema
Erhaltungssitze ab. Diese gelten dann natiirlich auch
fir alle Losungen von L, sind hier aber i. allg. Er-
haltungssitze zweiter Art.

Beispiel: Die Lacrance-Dichte
L=3%yp 7‘u3u Y+2yy [gu = 51: _5.11]
fihrt auf die Dirac-Gleichung
A= (#Qu+x) p=0.

3 E. Besser-Hacex, Math. Ann. 84, 258 [1921].
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L ist invariant gegen Eichtransformation, woraus der
Erhaltungssatz fiir den Stromvektor j*= "y folgt.
Aus der Dirac-Gleichung 1dft sich die Krem—Gorpoxn-
Gleichung gewinnen, die aus der Lacrance-Dichte
[=13,p0«y—x2qy

abgeleitet werden kann. L ist ebenfalls eichinvariant.
Der zugehorige Stromvektor ist j”= 3”1y . Die ent-
sprechende Identitat ist

Q@I Y=P(—y Ou+x)A—A(y O+ )y =F.

j¥ ist also ein Stromvektor zweiter Art, j” ein eigent-
licher Stromvektor erster Art.

Bei FLETcHER ? findet sich ein Satz, der in unserer
Terminologie wie folgt zu formulieren ist:

Es sei vorausgesetzt, dafl die Q4 (siehe I) sich
so auswahlen lassen, daf} sie in den A nur linear
vorkommen und die Auflosbarkeit von (1) nach den
Q. gewiahrleistet ist.

Dann ist jeder Stromvektor zweiter Art gleich
einem Stromvektor erster Art bis auf einen Sum-
manden, der homogen linear in den 44 und deren
Ableitungen ist, also fiir alle Losungen der Feld-
gleichungen verschwindet.

Stromvektoren, die fiir alle Losungen der Feld-
gleichungen iibereinstimmen, sind physikalisch als
identisch anzusehen. In diesem Sinne konnen wir
sagen, dal} die Stromvektoren zweiter Art, sofern
die Frercuerschen Bedingungen erfiillt sind, nicht
tiber die erster Art hinausfiihren.

In unserem Beispiel (Dirac-Gleichung) haben wir
die Identitit
l "\v:'r_ » £ v 1 Y
g PEr=s 2l y+yyr ). (8)

die als Gorponsche Zerlegung* bekannt ist. Hierbei
wird der Stromvektor dritter Art

'_,,1, (v Yy v au
=, Py =y 1)yl

als Polarisationsstrom bezeichnet, wihrend man j* Ge-

1 %
samtstrom und — —2—]” Bahnstrom nennt.
®

In den bekannten klassischen Feldtheorien sind
die Voraussetzungen des Satzes von FLETCHER er-
fillt, so dall die Erhaltungssitze zweiter Art nichts
Neues liefern. Allerdings kann das Operieren mit
Erhaltungssatzen zweiter Art unter Umsténden sinn-
voll oder zumindest bequem sein.

Die Ubertragung des Noeruerschen Formalismus
auf die Quantenfeldtheorie ist zwar unzureichend

4 W. Goroox, Z. Phys. 50, 630 [1928].
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fundiert, scheint jedoch durch den erzielten Erfolg
weitgehend gerechtfertigt zu sein. Hingegen ist un-
schwer einzusehen, daf} eine Ubertragung des Satzes
von Frercuer auf Schwierigkeiten stoflen wird, denn
die vorausgesetzte Auflosbarkeit nach den Q4 wird
wesentlich problematischer. wenn wir mit Operatoren
zu tun haben. Deshalb kann damit gerechnet wer-
den, daf} den Erhaltungssitzen zweiter Art in der
Quantenfeldtheorie eine groflere Bedeutung zukom-
men konnte. Vielleicht bietet sich hier eine Moglich-
keit, Erhaltungssitze einzufiihren, die kein klassi-
sches Analogon besitzen.

IV. Bedingungen einer eindeutigen Zuordnung

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich, daf} zwi-
schen Invarianzeigenschaften und Erhaltungssitzen
bzw. den entsprechenden Stromvektoren eine um-
kehrbar eindeutige Zuordnung besteht, wenn

1. die Feldgleichungen den Voraussetzungen des
Satzes von FLETCHER gentigen.
und wenn man festlegt. daf}

2. Stromvektoren, die fiir 21 = 0 ineinander iiber-
gehen. identifiziert werden, und daf}

3. zwischen Stromvektoren derselben Familie nicht
unterschieden wird.

V. Anwendung auf die Heisenbergsche
nichtlineare Spinortheorie
Wenn man in der Heisexsercschen Theorie 977

Frv = 21 X(F!‘ I —FV F!‘)_X (9)
l

als Tensor des elektromagnetischen Feldes deutet, so

5 H.-P. Dirr, W. Hrisexsere, H. MirTer, S. Scurieper u. K.
Yawmazaki, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959].
6 H.-P. Dirr, Z. Naturforschg. 16 a, 327 [1961].
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gilt fiir den elektrischen Strom

st =FvE (10)
ein Erhaltungssatz dritter Art. [Gl. (9) ist eine sinn-
gemiBe Ubertragung aus der nichtlinearen Spinor-
theorie von Heisexserc in ihrer fritheren Form 8.
Fir die neuere Heisexserc-Gleichung liegt eine
Theorie des elektromagnetischen Feldes noch nicht
vor.] Es ist demnach grundsétzlich unmoglich, s
nach dem Noeruerschen Schema aus einer Invarianz-
eigenschaft von L abzuleiten.

In Anm.? wird die elektrische Ladung Q aufge-
spalten in zwei Anteile

Q=1I3+3%lq.

wobei /; aus der Eichinvarianz resultiert, wihrend
[y mit einer Skalentransformation in Zusammenhang
gebracht wird. (Auf die Problematik dieser Skalen-
transformation wird in anderem Zusammenhang hin-
gewiesen?.) Fiir I, gilt ein eigentlicher Erhaltungs-
satz erster Art, fiir Q ein Erhaltungssatz dritter Art.
Dann gilt fir [; ein erweiterter Erhaltungssatz erster
Art. Und zwar gehort [ zu derselben Familie wie I5.
(Der Ubergang von den lokalen zu den integralen
Erhaltungssitzen ist bei hinreichenden Konvergenz-
bedingungen stets moglich. Wir tibertragen deshalb
die fiir Stromvektoren eingefithrte Terminologie
auch auf die integralen Erhaltungsgroflen bzw.
Quantenzahlen.) Folglich kann [; niemals aus einer
weiteren Invarianzeigenschaft von L abgeleitet wer-
den.

(11)

Herrn Dr. Srrauss danke ich fiir wertvolle Diskus-
sionen und fiir sein forderndes Interesse am Zustande-
kommen dieser Arbeit.

7 H.-P. Dirr u. W. Hewsexsere, Z. Naturforschg. 16 a, 726
[1961].

8 R.Ascort u. W.Hgeisexsere, Z. Naturforschg. 12 a,177[1957].

9 H. Steuper, Z. Naturforschg. 17 a, 133 [1962] ; nachstehend.



